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1 イントロダクション

1 イントロダクション
双曲幾何における双曲正弦定理,双曲余弦定理がどのようにユークリッド平面での余弦定理,正弦定理と対応
しているのかを明らかにする.

そのために、双曲幾何の双曲面モデル　

h+ = {x ∈ R3 | x2
1 + x2

2 − x2
3 = −1, x3 > 0}

の変形により,この曲面から x3 = 1平面への近似を考える.

双曲面モデル上の三角形に対して成り立つ 2つの公式

(i) cosh l = coshm coshn− sinhm sinhn cosα

(ii)
sinh l

sinα
=

sinhm

sinβ
=

sinhn

sin γ

を双曲余弦定理，双曲正弦定理という. h+ の変形として, k > 0, hk+ = {x ∈ R3 | k2(x2
1 + x2

2) − x2
3 =

−1, x3 > 0}を考える. このとき，hk+ は k = 1のとき h+ であり，k → 0のとき x3 = 1平面になる.

本まとめではまず，変形双曲面モデル hk+ での幾何学を考察し、特に双曲余弦定理，双曲正弦定理，及びそ
れらの証明を与える.

さらに，この双曲余弦定理，双曲正弦定理を k → 0を考えることで，ユークリッド幾何の通常の余弦定理，
正弦定理が対応していることを示す.

x1

x3

O

1

h+

hk+
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3 距離と角度

2 k-ローレンツ内積

k > 0, hk+ = {x ∈ R3 | k2(x2
1 + x2

2)− x2
3 = −1, x3 > 0}

について考える.

定義 2.1. x,y ∈ R3 に対し k-ローレンツ内積 ⟨x,y⟩k を以下で定める.

⟨x,y⟩k = k2(x1y1 + x2y2)− x3y3

以降、k-ローレンツ内積を内積とよぶ.

命題 2.2. x, y, z ∈ R3 および λ ∈ Rとして，それらの内積について次の性質が成り立つ.

⟨x,y⟩k = ⟨y,x⟩k,
⟨λx,y⟩k = λ⟨x,y⟩k,
⟨x,y + z⟩k = ⟨x,y⟩k + ⟨x, z⟩k.

3 距離と角度
3.1 準備
A, B, X, ... ∈ R3 に対し，これらの点の原点に関する位置ベクトルをそれぞれ a, b, x,...で表す.

補題 3.1. A,B ∈ hk+ のとき
⟨a,b⟩k ≤ −1

また　 ⟨a,b⟩k = −1 ⇔ A = B

[証明] ⟨a,b⟩k > −1と仮定する.このとき

k2(a1b1 + a2b2) > a3b3 − 1 (a3, b3 ≥ 1)

であるから

k4(a1b1 + a2b2)
2 > (a3b3 − 1)2

また

(a21 + a22)(b
2
1 + b22) ≥ (a1b1 + a2b2)

2

よって

(a23 − 1)(b23 − 1) = k4(a21 + a22)(b
2
1 + b22)

≥ k4(a1b1 + a2b2)
2

> (a3b3 − 1)2

しかし

a23b
2
3 − a23 − a23 + 1 > a23b

2
3 − 2a3b3 + 1

a23 − 2a3b3 + b23 < 0

(a3 − b3)
2 < 0
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3 距離と角度

となり矛盾.

したがって、⟨a,b⟩k ≤ −1 .

また　
⟨a,b⟩k = −1 ⇔ k2(a1b1 + a2b2)＝ a3b3 − 1

このとき
(a3 − b3)

2 ≤ 0より a3 = b3

ゆえに

a21 + a22 = b21 + b22 (1)

また　 a1b2 ̸= a2b1 のとき (a21 + a22)(b
2
1 + b22) > (a1b1 + a2b2)

2 なので

a1b2 = a2b1 (2)

(1), (2) より {
a1 = ±b1

a2 = ±b2
(複合同順)

a1 = b1, a2 = b2 のとき
A = B

a1 = −b1, a2 = −b2 のとき

−1 = ⟨a,b⟩k = −k2(a21 + a22)− a23 = −2a23 + 1

よって a3 = 1 ゆえに A,B はともに (0, 0, 1)となり，A = B

補題 3.2. A ∈ hk+,
⟨a,a⟩k = −1, ⟨u,u⟩k = ⟨v,v⟩k = 1,

⟨a,u⟩k = ⟨a,v⟩k = 0

ならば
−1 ≤ ⟨u,v⟩k ≤ 1.

[証明]

b =
√
2a+ u, c =

√
2a+ v, d =

√
2a− v

とおけば，⟨b,b⟩k = −1, ⟨c, c⟩k = −1, ⟨d,d⟩k = −1.

また，

⟨b,

00
1

⟩k = ⟨
√
2a+ u,

00
1

⟩k
−b3 = −

√
2a3 + u3
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3 距離と角度

⟨a,u⟩k = 0より

k2(a1u1 + a2u2)− a3u3 = 0

|a1u1 + a2u2| =
|a3u3|
k2√

u2
1 + u2

2

√
a21 + a22 ≥ |a3u3|

k2

(u2
1 + u2

2)(a
2
1 + a22) ≥

a23u
2
3

k4

u2
3 + 1

k2
・a

2
3 − 1

k2
≥ a23u

2
3

k4

(u2
3 + 1)(a23 − 1) ≥ a23u

2
3

a23 − u2
3 − 1 ≥ 0

a23 ≥ u2
3 + 1

a23 ≥ u2
3

a3 > 0より　 a3 ≥ u3

よって，−
√
2a3 + u3 ≤ 0なので b3 ≥ 0

よって，B ∈ hk+.

同様に，C,D ∈ hk+.

したがって，補題 3.1より
⟨b, c⟩k ≤ −1, ⟨b,d⟩k ≤ −1.

ところが
⟨b, c⟩k = −2 + ⟨u,v⟩k, ⟨b,d⟩k = −2− ⟨u,v⟩k

であるため、−1 ≤ ⟨u,v⟩k ≤ 1.

3.2 2点の距離
定義 3.3. A,B ∈ hk+,に対し，Aと B の hk+ 上での距離 dhk+

(A,B)を、補題 3.1より，次で定める.

cosh dhk+
(A,B) = −⟨a,b⟩k. (dhk+

(A,B) ≥ 0)

この距離が距離空間の定義を満たすことはのちに示す.

定理 3.4. a ∈ hk+, v ∈ R3, ⟨a,v⟩k = 0, ⟨v,v⟩k = 1,に対して，

Γ (t) = a cosh t+ v sinh t.

とおく.このとき，
・Γ (t) ∈ hk+,

・− ⟨a, Γ (t)⟩k = cosh t,

・Γ (0) = a, Γ ′(0) = v.

[証明]

−⟨a, Γ (t)⟩k = −⟨a,a cosh t+ v sinh t⟩k
= −⟨a,a⟩k cosh t− ⟨a,v⟩k sinh t
= cosh t.

Γ (0) = a cosh 0 + v sinh 0 = a,

Γ ′(t) = a sinh t+ v cosh t
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4 双曲三角形の公式

より、Γ ′(0) = v.

⟨Γ (t), Γ (t)⟩k = ⟨a cosh t+ v sinh t,a cosh t+ v sinh t⟩k
= ⟨a,a⟩k cosh2 t+ ⟨a,v⟩k cosh t sinh t+ ⟨v,a⟩k sinh t cosh t+ ⟨v,v⟩k sinh2 t

= − cosh2 t+ sinh2 t

= −1

Γ (t)は tについて連続で，Γ (0) = aの第 3成分が正より，Γ (t)の第 3成分も正.

よって Γ (t) ∈ hk+.

3.3 角度
定義 3.5. A ∈ hk+ を通る 2つの測地線

Γ (t)1 = a cosh t+ v sinh t.

Γ (t)2 = a cosh t+ u sinh t.

のなす角 α ∈ [0, π]を、補題 3.2より、次のように定める。

cosα = ⟨u,v⟩k

定理 3.6. 角 ∠BACの大きさ αに対し，次の式が成り立つ.

cosα =
⟨b, c⟩k + ⟨a,b⟩k⟨a, c⟩k√
⟨a,b⟩2k − 1

√
⟨a, c⟩2k − 1

.

[証明] 測地線 AB の点 Aにおける接ベクトルを uとし，A,B の距離 dhk+
(A,B) = mとおくと

b = a coshm+ u sinhm

coshm = −⟨a,b⟩k であるから
u =

b− a coshm

sinhm
=

b+ a⟨a,b⟩k√
⟨a,b⟩2k − 1

同様に、測地線 AC の点 Aにおける接ベクトルを vとすると

v =
c+ a⟨a, c⟩k√
⟨a, c⟩2k − 1

ゆえに

cosα = ⟨u,v⟩k

= ⟨ b+ a⟨a,b⟩k√
⟨a,b⟩2k − 1

,
c+ a⟨a, c⟩k√
⟨a, c⟩2k − 1

⟩k

=
⟨b, c⟩k + ⟨a,b⟩k⟨a, c⟩k√
⟨a,b⟩2k − 1

√
⟨a, c⟩2k − 1.

4 双曲三角形の公式
定理 4.1. hk+ 上の三角形△ABC に対し，次の公式が成り立つ.

(i) cosh l = coshm coshn− sinhm sinhn cosα
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5 距離空間の証明

(ii)
sinh l

sinα
=

sinhm

sinβ
=

sinhn

sin γ
(iii) cosα = − cosβ cos γ + sinβ sin γ cosh l

[証明]
cosh l = −⟨y, z⟩k, coshm = −⟨z,x⟩k, coshn = −⟨x,y⟩k.

であるから，定理 3.6より

cosα =
⟨y, z⟩k + ⟨x,y⟩k⟨x, z⟩k√
⟨x,y⟩2k − 1

√
⟨x, z⟩2k − 1

=
− cosh l + coshm coshn√
cosh2 m− 1

√
cosh2 n− 1

=
− cosh l + coshm coshn

sinhm sinhn

よって
cosh l = coshm coshn− sinhm sinhn cosα.

が成り立つ.

λ = cosh l, µ = coshm, ν = coshnとおくと

cosα =
µν − λ√

µ2 − 1
√
ν2 − 1

.

sinα =

√
1− (µν − λ)2

(µ2 − 1)(ν2 − 1)

=

√
1− λ2 − µ2 − ν2 + 2λµν

(µ2 − 1)(ν2 − 1).

よって √
λ2 − 1

sinα
=

√
µ2 − 1

sinβ
=

√
ν2 − 1

sin γ
.

つまり
sinh l

sinα
=

sinhm

sinβ
=

sinhn

sin γ
.

が成り立つ。

cosβ cos γ + cosα =
νλ− µ√

ν2 − 1
√
λ2 − 1

λµ− ν
√
λ2 − 1

√
µ2 − 1

+
µν − λ√

µ2 − 1
√
ν2 − 1

=
λ(1− λ2 − µ2 − ν2 + 2λµν)

(λ2 − 1)
√

µ2 − 1
√
ν2 − 1

= λ sinβ sin γ

= cosh l sinβ sin γ.

よって
cosα = − cosβ cos γ + sinβ sin γ cosh l.

5 距離空間の証明
定義 3.2の hk+ 上の距離

dhk+
: cosh dhk+

(A,B) = −⟨a,b⟩k, dhk+
(A,B) ≥ 0

が距離の定義を満たすことを証明する.
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6 hk+ からユークリッド平面への近似

(i) dhk+
(A,B) = 0 ⇔ A = B

(ii) dhk+
(A,B) = dhk+

(B,A)

(iii) dhk+
(A,B) ≤ dhk+

(A,C) + dhk+
(C,B)

[証明] (i)

dhk+
(A,B) = 0

⇔ cosh dhk+
(A,B) = cosh 0 = 1

⇔ −⟨a,b⟩k = 1

⇔ a = b

(ii)

cosh dhk+
(A,B) = −⟨a,b⟩k

= −⟨b,a⟩k
= cosh dhk+

(B,A)

(3)

dhk+
(A,B) ≥ 0より

dhk+
(A,B) = dhk+

(B,A)

(iii) 双曲線関数の加法定理より

cosh(dhk+
(A,C) + dhk+

(C,B)) = cosh dhk+
(A,C) cosh dhk+

(C,B) + sinh dhk+
(A,C) sinh dhk+

(C,B)

双曲余弦定理より

cosh dhk+
(A,B) = cosh dhk+

(A,C) cosh dhk+
(C,B)− sinh dhk+

(A,C) sinh dhk+
(C,B) cos γ

これと，cos γ ≥ −1より

cosh(dhk+
(A,C) + dhk+

(C,B)) ≥ cosh dhk+
(A,B)

coshxは x ≥ 0で単調増加なので

dhk+
(A,C) + dhk+

(C,B) ≥ dhk+
(A,B)

6 hk+ からユークリッド平面への近似

x1

x3

O

1

h+

hk+

A

Ak

A0

h+ 上に点 A (a1, a2, a3)をとり，Aから x1x2−平面に直交する方向への射影を考える.
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6 hk+ からユークリッド平面への近似

Aに対応する hk+ 上の点 Ak (a(k)1, a(k)2, a(k)3),平面 x3 = 1上の点 A0 (a(0)1, a(0)2, a(0)3)について

a(k)1 = a1, a(k)2 = a2.

k2(a(k)21 + a(k)22)− a(k)23 = −1より

a(k)3 =
√

1 + k2(a23 − 1).

よって
Ak : (a1, a2,

√
1 + k2(a23 − 1)).

また
A0 : (a1, a2, 1).

hk+ 上の 2点 Bk, Ck の距離を lk とすると

cosh lk = −⟨bk, ck⟩k
= −k2(b(k)1c(k)1 + b(k)2c(k)2) + b(k)3c(k)3

= −k2(b1c1 + b2c2) +
√

1 + k2(b23 − 1)
√
1 + k2(c23 − 1).

f(k) = −k2(b1c1 + b2c2) +
√

1 + k2(b23 − 1)
√

1 + k2(c23 − 1).

とおく
f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = b23 + c23 − 2(b1c1 + b2c2 + 1), · · ·

より，f(k)を k = 0の周りでテイラー展開すると.

f(k) = 1 + 0 +
k2

2
(b23 + c23 − 2(b1c1 + b2c2 + 1)) + · · · .

ここで，x3 = 1平面上の 2点 B0, C0 の距離 l0 について，三平方の定理より

l0 =
√
(b(0)1 − c(0)1)2 + (b(0)2 − c(0)2)2

=
√
(b1 − c1)2 + (b2 − c2)2

=
√
b23 + c23 − 2(b1c1 + b2c2 + 1)

よって
cosh lk = f(k) ≒ 1 +

k2

2
l20.

と，k に関して 2次近似ができる.

同様に
sinh lk ≒ kl0.

cosh lk ≒ 1 + k2

2 l20, sinh lk ≒ kl0 などを双曲余弦定理に代入して 2次近似を求めると，

cosh lk = coshmk coshnk − sinhmk sinhnk cosαk

1 +
k2

2
l20 ≒ (1 +

k2

2
m2

0)(1 +
k2

2
n2
0)− km0kn0 cosα0

1 +
k2

2
l20 ≒ 1 +

k2

2
m2

0 +
k2

2
n2
0 +

k4

4
m2

0n
2
0 − k2m0n0 cosα0.

2次近似なので，k4 の項は無視することができ，

1 +
k2

2
l20 ≒ 1 +

k2

2
m2

0 +
k2

2
n2
0 − k2m2

0n
2
0 cosα0.

となり，ユークリッドの余弦定理 l20 = m2
0 + n2

0 − 2m0n0 cosα0 と対応していることが分かる.
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6 hk+ からユークリッド平面への近似

双曲正弦定理に代入して 2次近似を求めると，

sinh lk
sinαk

=
sinhmk

sinβk

sinhnk

sin γk

kl0
sinα0

≒ km0

sinβ0
≒ kn0

sin γ0
.

となり，ユークリッドの正弦定理 l0
sinα0

=
m0

sinβ0
=

n0

sin γ0
と対応していることが分かる.
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